Correction du devoir surveillé n°2

Cours : C.f. cours pour méthode.

1. Fy : 2 — tan(x) 5. F5:xz—In(lz —2|) — In(Jz — 1))
1 . .
2. Fhix— %e?’l(?) cos(4x) + 4sin(4x)) 6. Fg:a > -
3. Fy:x— (2% — 2)sin(x) + 2z cos(x) . )
4. Fy: x — Arctan(e”) 7. Fr:x— jArctan (231)

n
Exercice 1: Pour tous entiers naturels p et n, on pose Sp(n) = Z kP,
k=0

1. Ona:VneN, Sy(n) =n+1, Sl(n):wet Sg(n):w. /1
2. Soient p € N* et n € N. Z[(k‘—i—l)p—kp]:(n—i—l)p. /1
k=0
p—1 p

. Soient k € Net p € N*. (k+1)P — kP = k'
3. Solent k€ Netpe (k+1) ;(Z) /1
4. VY¥n e N, Vp € N¥|

p—1 f p—1 D n _ n p—1 D . n

> ()sm=X () 2r =2 X (1w =Ly -w=mrry n

=0

p—1
5. Soit n € N. Pour p =1, Z (f) Si(n) = So(n) = (n+1).
=0

i

p—

Pour p = 2, (f) Si(n) = So(n) +281(n) = (n+1) + n(n+1) = (n+1)%

i=0

;_1 n+1
Pour p = 3, Z (f) Si(n) = Sp(n) +351(n) +352(n) = (2+3n+2n°+n) = (n+1)° /1

i=0

p—1
6. Soit n € N. Pour p=4,0ona (n+1)* = Z (f) Si(n) = So(n) +4S51(n) + 652(n) + 4S3(n).
i=0
Diott S (n+1)* = Sp(n) —4S1(n) —652(n) (n+1)*—n—-1-2n(n+1)—n(n+1)2n+1)
3 = = .
4 4
3 4 3n2 1—1-2n—n(2n+1 3 4 n? 1)\?
Donch,:(n+1)n 30T St n—n(n+ ):(n+1)n Tt nin+1) . /1
4 4 2
Exercice 2: On considére la fonction f : x — Arccos (%)
Questions préliminaires :
1. On étudie la fonction g : = — ﬁ—fi Cette fonction est le quotient de deux fonctions dérivables sur R dont le dénomi-
—2x(1 2) —22(1 — 22 —4
nateur ne s’annule pas, donc g est dérivable sur R et pour tout z € R, ¢'(z) = 2 +(f _~)_ xQ)Z( ) = i+ ;2)2
T —00 0 +00
g'(z) + 0 -
1
-1 -1 /2
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2. La fonction Arccos étant définie sur [—1;1], la fonction f est définie sur R. /1

3. Vx € R, f(x) = f(—=z) donc la fonction f est paire. /1

4.

5. La fonction Arccos étant décroissante, on obtient :| /9

x —00 0 “+00

e \0 (@) W\ /W
0

Premiére méthode : par un calcul de dérivée

6. Par composition, la fonction f est dérivable sur {z € R, g(x) ¢ {—1;1}} = R*. /1
s —4x — —x2\2 z —1l—=x x
7. Soitx € R*, f'(x) = (it ————=. Or, (1421 - (1752)" = (14a?)?/ O™ = (1) [ 5 =
\/17< 1+m2)
2vz?. Dou f'(z) = \/%H% = signe() 27 /2

8. La fonction f étant une primitive de f’ sur R* . et sur RY.
On en déduit que flr- : x — —2Arctan(z) + c— et flry : @ — 2Arctan(z) + cy.

Avec les limites en 0, on trouve, c = 0 = ¢4, d’oll, pour tout z € R, f(z) = 2signe(x)Arctan(z). /1

/1

Seconde méthode : en utilisant des relations de trigonométrie

Soit € R.
10. La fonction ¢ : @ — tan & est continue et strictement croissante sur |- ; 7[. Elle réalise donc une bijection de |— ;|
dans ] — 0o ; +oo[= R. Il existe alors un unique réel 6 € |—7 ;7| tel que () = z i.e. z = tan J. /1
11. cos(f) = 2cos*(§) — 1= 1+tai2(%) —1=15. /1
12. On a Arccos (L‘_;’;) = Arccos (cos()) = signe(d)6. Or signe(x) = signe(#) donc 6 = signe(x)Arccos (%;—ii) /1
13. Ona 2 = tan 4, d’'ot 6 = 2Arctan(z). On en déduit que f(z) = 2signe(z)Arctan(z). /1

Exercice 3:

1. Puisque f([0,1]) € [0,1], on a f(0) > 0 donc 0 € E. De plus, E C [0,1] donc E est majoré par 1. On en déduit que E

admet une borne supérieure que ’on note b. /2

2. Soit x un réel tel que = > b.
Puisque b = sup(E) est un majorant de E, on a « ¢ F et donc f(z) < x. Par croissance de la fonction f sur [0, 1], on
a f(z) = f(b). On a donc = > f(b). En faisant tendre = vers b, on obtient b > f(b).
Soit x un réel tel que x < b. Puisque b = sup(FE) est le plus petit des majorants de F alors x n’est pas un majorant de
E donc 3t €]x,b] tel que t € E : f(t) > t. Par croissance de la fonction f sur [0,1], on a f(b) = f(t) >t > .
On a donc = < f(b). En faisant tendre x vers b, on obtient b < f(b).

Par double inégalité, f(b) = b. /4
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